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������� ������������������� = {��[(���[[�]] + � * ���[[�]]) * (���[[�]] + � * ���[[�]])]�

��[(���[[�]] + � * ���[[�]]) * (���[[�]] + � * ���[[�]])]}�

����������������[{���� ���}� ��������� → {{���� ���������[���]}}]�

��������[{{��[(���[[�]] + � * ���[[�]]) * (���[[�]] + � * ���[[�]])]� ��[
(���[[�]] + � * ���[[�]]) * (���[[�]] + � * ���[[�]])]}}� ��������� → {{��������

���������[���]}}]� �������������� ����� �����[{{�� �}� ���� {�� �}� ���}]�

�������������� {���[[�]]� ���[[�]]} +
(� / �) * {���[[�]]� ���[[�]]}

����[{���[[�]]� ���[[�]]}]
� ������

�������������� {���[[�]]� ���[[�]]} +
(� / �) * {���[[�]]� ���[[�]]}

����[{���[[�]]� ���[[�]]}]
�

������ �������������� ������ �����[{{�� �}� ���������}]�

���������������� ��������� +
(� / �) * ���������

����[���������]
� ������

��������� → �� ����������� → �� ���������� → {�� �}� ��������� →

{����[�����[������� ������ ������]]� ����[�����[������������ ������ ������]]}�

��������� → ������� ���������� → ������ � � ������[{���[{�����[����[����]�

�����]� � = �� ����[����������[�����[���[[�]] + ⅈ * ���[[�]]� �����]�
{�� �}]� ����� → ����]}]� ���[{�����[����[����]� �����]� � = �� ����[

����������[�����[���[[�]] + ⅈ * ���[[�]]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�
���[{�����[����[������]� �����]� � = �� ����[����������[

�����[���������[[�]] + ⅈ * ���������[[�]]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�
���[{�����[����[����]� �����]� � = �� ����[����������[�����[�[����[���]]�

�����]� {�� �}]� ����� → ����]}]� ���[{�����[����[����]� �����]� � = ��
����[����������[�����[�[����[���]]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�

���[{�����[����[������]� �����]� � = ��
����[����������[�����[�[����[���������]]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�

���[{�����[����[����(��) (�������)�]� �����]� � = �� ����[����������[�����[
�[������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�

���[{�����[����[����(��) (�������)�]� �����]� � = �� ����[����������[�����[
�[������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�

���[{�����[����[����(����) (�������)�]� �����]� � = �� ����[����������[
�����[�[(��� / π) * ������[���������[[�]]� ���������[[�]]]]� �����]�
{�� �}]� ����� → ����]}]� ���[{�����[����[����(��)+���(��)�]� �����]�

� = �� ����[����������[�����[�[������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π +

������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]�
���[{�����[����[����(��)+���(��)-���(����)�]� �����]� � = ��

����[����������[�����[�����[���[������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π +

������[���[[�]]� ���[[�]]] * ��� / π - (��� / π) * ������[���������[[�]]�

���������[[�]]]]]� �����]� {�� �}]� ����� → ����]}]}]�

{{���� {�� -�}}� �������}� {{���� {�� �}}� �������}� {{�� �}� ��� ���}�

���������� → �����
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���������������������’��
������������������������������������
����

������� ��[�_] �= �� ��_[�_] �= � + 

�=�

�

��(�)  �!� ��������������[��������[{������ ������[]}]�

�����[��������[{���������[���]� ���� ����[{{�� �}� {�� �}}]� ���������[���]�
��[����[�]� ���� ����]� ����[{{��[θ]� �}� {��+�[θ]� �}}]}]� {�� �� ����}]�

�����[��������[{���������[���]� ��[����[�]� ���� ����]�
����[{{��[��[� * θ]]� ��[��[� * θ]]}� {��[��+�[� * θ]]� ��[��+�[� * θ]]}}]}]� {�� ��

����}]� ��������[{���������[���]� �������� ����[{{�� �}� {���[θ]� ���[θ]}}]}]�
��������[{{���[θ]� ���[θ]}� {��(θ)� �}}� ��������� → {������ ���������[���]}]�
��������� → {{-� / �� �}� {-� / �� � / �}}� ���� → ����� ��������� →

{����[�����[������� ������ ������]]� ����[�����[������������ ������ ������]]}�

��������� → �����]� θ� ��  ��� �� � π / ��

{����� �� ��� �}� {{�� �}� �� ���}� ���������� → �����
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�������������������������������
�������������

������� ����������[� = �[[�]] + �[[�]] * ��
� = (�[[�]] + �[[�]] * �) - ��
�� = (�[[�]] + �[[�]] * �) - (�[[�]] + �[[�]] * �)�
�� = -(�[[�]] + �[[�]] * �)�
� = � + {��[� * �]� ��[� * �]}�
� = � � + {��[�]� ��[�]} + {��[� * �]� ��[� * �]}�
� = � � + {��[� �]� ��[� �]} + {��[��]� ��[��]} + {��[�� * �]� ��[�� * �]}�
� = � � + {��[� �]� ��[� �]} +

{��[� ��]� ��[� ��]} + {��[��]� ��[��]} + {��[�� * �]� ��[�� * �]}�
����[��������[{���� �������[{{�� �}� � �� � � + {��[� � * �]� ��[� � * �]}�

� � + {��[� � * �]� ��[� � * �]} - {��[� �]� ��[� �]}}]}]� ��������[
{����� �������[{� �� � �� � � + {��[� � * �]� ��[� � * �]}� � � + {��[� � * �]� ��[� � * �]} -

{��[� �]� ��[� �]}}]}]� ��������[{������ �������[{� �� � �� � � + {��[� �� * �]�
��[� �� * �]}� � � + {��[� �� * �]� ��[� �� * �]} - {��[� ��]� ��[� ��]}}]}]�

��������[{�������� �������[{� �� {�� �}� {��[� �� * �]� ��[� �� * �]}�
{��[� �� * �]� ��[� �� * �]} - {��[� ��]� ��[� ��]}}]}]� ��������[{������ ������

����[{{�� �}� � �}]}]� ��������[{������ ������ ����[{� �� � �}]}]� ��������[
{������ ������ ����[{� �� � �}]}]� ��������[{������ ������ ����[{� �� {�� �}}]}]�

��������[{���������[���]� ������ ����[{�� �}]}]� ��������[{���������[���]� ������
����[{�� �}]}]� ��������[{�� �� �� �}� ��������� → {������ ���������[���]}]�

���� → ����� ��������� → {����[�����[������� ������ ������]]�
����[�����[������������ ������ ������]]}� ��������� → �����]�

{{�� {�� �}}� �������}� {{�� {�� -�}}� �������}� {{�� {���� -���}}� �������}]
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�������������������������
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������� ��������������[{�_� �_� �_}] �= ��������[{������ �������[{�� �� �}]}]�
����������������[{�_� �_� �_}] �=
��������[{���������[���]� ������� ������ ����[{�� �� �� �}]}]�

������������ = {{�� �}� {�� �}� {�� ��}}�
����������[����[��������������[������������]�

��������������[��[λ < ��� {{����� �}� {����� �}� {����� ��}}�
�����[������������[[�]] + �� {�� �� �}]]]� ��������������[��[λ < ����
{{����� �}� {����� �}� {����� ��}}� �����[������������[[�]] + � + �� {�� �� �}]]]�

����������������[�����[������������[[�]] + (� + �) * λ� {�� �� �}]]�
��[λ < ��� ����������������[�����[������������[[�]] + � * � λ� {�� �� �}]]�
����������������[�����[������������[[�]] + � + � * (� λ - �)� {�� �� �}]]]� ��������[
{���������[���]� ���� �����[{{�� �}� �}]� ���������[���]� ����� �����[{�� � + �}]�
���������[���]� ������� �����[{{�� �}� � + �}]}]� ���� → ����� ��������� →

{����[�����[������� ������ ������]]� ����[�����[������������ ������ ������]]}�
��������� → {{-�� �}� {-�� �}}� ���������� → ������ ��������� → �����]�

{{�� {�� �}}� �������}� {{�� {-�� �}}� �������}� {λ� �� �}� ���������� → �����]

8 ���  DynamicFiguresNeedham.nb
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�����������
Z(t) =
ⅇ(a+b ⅈ) t = ⅇ a t ���(b t) +

ⅈ ⅇ a t ���(b t)

��

�����������a + b ⅈ���������
���������������������
�������V(t)�����������������
���������

Z(t+δ)-Z(t)

δ
����δ⟶��

��������������������������������
������� ��_��_[�_] �= ��(� * �) * ��(� * � * �)� ��_��_[�_] �= �����[�]�

��������������[��������������[{��[����[�]]� ��[����[�]]}�

{�� -� π� �}� ��������� → {���������[���]� �����}]�
��������������[{��[����[�]]� ��[����[�]]}� {�� �� � + δ}� ��������� → {������ �����}]�
��������[{{��[����[�]]� ��[����[�]]}� {��[����[� + δ]]� ��[����[� + δ]]}}�
��������� → {������ ���������[���]}]�

��������[{������ ����� �����[{{�� �}� {�� �}}]� ������ �������� �����[{{��[����[�]]�
��[����[�]]}� {��[����[�]]� ��[����[�]]} + {��[����[�]]� ��[����[�]]}}]� ������

������� �����[{{��[����[�]]� ��[����[�]]}� {��[����[� + δ]]� ��[����[� + δ]]}}]�
������ ���� �����[{{��[����[�]]� ��[����[�]]}�

{��[����[�]]� ��[����[�]]} + � * δ * {��[����[�]]� ��[����[�]]}}]�
������ ����� �����[{{��[����[�]]� ��[����[�]]}�

{��[����[�]]� ��[����[�]]} + � * δ * {-��[����[�]]� ��[����[�]]}}]}]�
��������� → �� * ���[�]� ���������� → {�� �}� ���������� → ������ ��������� →

{����[�����[������� ������ ������]]� ����[�����[������������ ������ ������]]}�
��������� → �����]� {{�� � π / �}� -� π + ����� � π}�

{{�� � / �}� ��� �}� �� �  �� ��� ��

{δ� ��� �����}� ���������� → �����
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������
��������������
������������������������������

������� ������������������������[��� + ��� < �� {�� -���� ���}�

{�� -���� ���}� ����� → ������ ���� → ����� ��������������� → ���������]�
��������[{������ ������� ������[{�� �}]}]�

�������������� ������� ���������
� - ���[��[[�]] + � * ��[[�]]]

�
�

����������(� - ��[[�]])�� + (� - ��[[�]])�� <
� - ���[��[[�]] + � * ��[[�]]]

�
���

{�� -�� �}� {�� -�� �}� ��������� → �������

���������� → ���� ��������������� → ���������� ��������� →

{����[�����[������� ������ ������]]� ����[�����[������������ ������ ������]]}�

��������� → ������ {{��� {��� ��}}� �������}
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������������������������������
��������������

������� Π[{�_� �_� �_}] �= 
� �

��� + ��� + �
�

� �

��� + ��� + �
�
��� + ��� - �

��� + ��� + �
�

���� = ����������������[{{�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}}�
{�� -���� ���}� ��������� → {{������ �����}}]� ������� =

����������������[{���[�]� ���[�]� �}� {�� �� � ��}� ��������� → {{������ �������}}]�

������������������[����� �������� �������������[��� + ��� + ��� ⩵ ��

{�� -�� �}� {�� -�� �}� {�� -�� �}� ��������� → {�� �� �}�
������������ → �������[��]� ���� → ����� ��������������� → ���������]�

�������������[� ⩵ �� {�� -���� ���}� {�� -���� ���}� {�� -�� �}�
��������� → {�� �� �}� ������������ → �������[��]� ���� → ����]�

���������������[{������[��� �]}� ��������� → {{���� ���������[���]}}]�
���������������[{Π[������[��� �]]}� ��������� → {{����� ���������[���]}}]�
����������������[������[��� �] * (� - �) + � * Π[������[��� �]]�
{�� �� �}� ��������� → {{���������[����]� �����}}]�

��������� → {{-���� ���}� {-���� ���}� {-���� ���}}�
��������� → {��� ��� ��}� ��������� → {�� �� �}� ��������� → ������]�

������������[{��}� ��������� → {���� ���������[���]}]�

��������[{�������� ������[]}]� ��������� → {{-���� ���}� {-���� ���}}�

��������� → ������� ������������ ����������� → ����������

��������� → ������� {{��� {�� �}}� �������}

14 ���  DynamicFiguresNeedham.nb



�������

-2 -1 1

-2

-1

1

2

imaginary

DynamicFiguresNeedham.nb ���15



������������������������
f (z) = ���(z)

������� �[�_� �_] �= ����[�] ���[�]� �[�_� �_] �= ���[�] ����[�]�

�����������������������������[�[�� �]� {�� -���� ���}�

{�� -���� ���}� �������� → ��� ��������������� → ���������]�
��������[{��}� ��������� → {���� ���������[���]}]� ����� → ������
���� → ����� ��������� → �������� ��� �� �(���)=��(���(�+ⅈ�))��

��������� → ������� ������������ ��������� → �������

���������������[�[�� �]� {�� -���� ���}� {�� -���� ���}�

�������� → ��� ��������������� → ���������]�
��������[{��}� ��������� → {���� ���������[���]}]� ����� → ������
���� → ����� ��������� → �������� ��� �� �(���)=��(���(�+ⅈ�))��

��������� → ������� ������������ ��������� → �������

���������������[�[�� �]� {�� ��[[�]] - ���� ��[[�]] + ���}�

{�� ��[[�]] - ���� ��[[�]] + ���}� ��������������� → ���������]�
��������[{��}� ��������� → {���� ���������[���]}]�
��������[{������ ����� �����[{��� �� + {���� �}}]}]�
��������[{������ ������ �����[{��� �� + {�� ���}}]}]� ����� → ������

���� → ����� ��������� → ������� ������������ ��������� → �������

���������������[�[�� �]� {�� ��[[�]] - ���� ��[[�]] + ���}�

{�� ��[[�]] - ���� ��[[�]] + ���}� ��������������� → ���������]�
��������[{��}� ��������� → {���� ���������[���]}]�
��������[{������ ������ �����[{��� �� + {-���� �}}]}]�
��������[{������ ����� �����[{��� �� + {�� ���}}]}]�

����� → ������ ���� → ����� ��������� → ������� ������������
��������� → ������� {{��� {�� �}}� �������}
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��������������
����������������������������������
“�����������������������”�
f (z) = ���(z)

�������� �[�_� �_] �= ����[�] * ���[�]� �[�_� �_] �= ���[�] * ����[�]�
Φ[{�_� �_}] �= {�[�� �]� �[�� �]}�
Φ�����[{�_� �_}] �= {���[�] ����[�]� -���[�] ����[�]}�
����������[����[{{�����[����[������ �������� ������ =�]� �����]�}�

{����[����������[�����[�[����[Φ�����[��]]]� ������ ���]� {�� �}]]�}�
{�����[����[������ ����� ������ (�� �������) =�]� �����]�}�
{����[����������[�����[�[(��� / π) * ������[Φ�����[��][[�]]� Φ�����[��][[�]]]]�

������ ����]� {�� �}]]�}� {����[��������������[�� + {�� �}� {�� �� ϵ}�
{�� �� ϵ}� ��������������� → ���������]� ��������[{������ ����
�����[{��� �� + {ϵ� �}}]}]� ��������[{������ ����� �����[{��� �� + {�� ϵ}}]}]�

��������� → {{�� �}� {�� �}}� ��������� → ������� ����� → ������ ���� → �����
���������� → ������ ��������� → {����[�����[������� ������ ������]]�

����[�����[������������ ������ ������]]}]� ����[
��������������[Φ[�� + {�� �}]� {�� �� ϵ}� {�� �� ϵ}� ��������������� → ���������]�
��������[{������ ���� �����[{Φ[��]� Φ[�� + {ϵ� �}]}]}]�
��������[{������ ����� �����[{Φ[��]� Φ[�� + {�� ϵ}]}]}]�
��������� → {{�� �}� {-���� ���}}� ��������� → ������� ����� → ������ ���� → �����
���������� → ������ ��������� → {����[�����[������� ������ ������]]�

����[�����[������������ ������ ������]]}]}}]�
{{��� {�� �}}� �������}� {ϵ� ��� ����}� ���������� → �����]
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���������������’����������
�������� ϕ[�_� �_] �= -���[(� + � * �) + �] + ���[(� + � * �) - �]�

���������������[ϕ[�� �]� {�� -�� �}� {�� -�� �}� �������� → ���

����� → ������ ���� → ����� �������������� → ��������[{�� �� �}� � ≥ �]�
��������� → {�� �}� ��������� → ������]�

����������[ϕ[�� �]� {�� -�� �}� {�� -�� �}� ��������� → �������[��]�

�������������� → ��������[{�� �� �}� � ≥ �]]� ����������������[
{{�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}}� {�� -��� ��}� ��������� → �����]�

����������������� �� ��  �� ��������� → {{���� ���������[���]}}�

��������� → {�� �� �}� ���� → ����� ��������� → {�� �� ϕ}� ��������� → ������
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�������������������������������
∫ 

f(z)ⅆz =

∫ 
〈u� -v〉 ·ⅆs + ⅈ ∫ 

〈v� u〉 ·ⅆs

�

f (z) = z�

�������� �[�_� �_] �= ��� - ���� �[�_� �_] �= � � * �� �[�_] �= ���[�]�
�[�_] �= ���[�]� �[�_] �= {�[�]� �[�]}� ��������������� =

����[����������[{�[�� �]� -�[�� �]}� {�� -�� �}� {�� -�� �}� ����������� → ����]�
��������������[�[�]� {�� �� � π}� ��������� → {������ ���}]�
��������[{{�� �}}� ��������� → {������ ���������[���]}]� �������[�����[��������[

{������ �������� �����[{�[θ]� �[θ] + {�[�[θ]� �[θ]]� -�[�[θ]� �[θ]]}}]}]�
{θ� �� � π� � π / ��}]]� ����� → ������ ���� → ����� ��������� → {�� �}�

��������� → ���� ������ ����� 〈��-�〉 ��� �]� ������������ =

����[����������[{�[�� �]� �[�� �]}� {�� -�� �}� {�� -�� �}� ����������� → ����]�
��������������[�[�]� {�� �� � π}� ��������� → {������ ���}]�
��������[{{�� �}}� ��������� → {������ ���������[���]}]� �������[�����[

��������[{������ �������� �����[{�[θ]� �[θ] + {�[�[θ]� �[θ]]� �[�[θ]� �[θ]]}}]}]�
{θ� �� � π� � π / ��}]]� ����� → ������ ���� → ����� ��������� → {�� �}�

��������� → ���� ������ ����� 〈���〉 ��� �]� ����������[
����[{{����[���������������� ��������[{������ ������ �����[{�[�]� �[�] + ��[�]}]}]�

��������� → ������]� ����[����[{�[�[�]� �[�]]� -�[�[�]� �[�]]}���[�]�
{�� �� � π}� ��������� → {������ �������}]�

��������[{{�� {�[�[�]� �[�]]� -�[�[�]� �[�]]}���[�]}}� ��������� → {������
���������[���]}]� ��������[{������ ������ ������� ����[{{�� �}� {� π� �}}]}]�

��������� → ������� ��������� → {���� �〈��-�〉·� ′
(�)�}]}�

{����[������������� ��������[{������ ������ �����[{�[�]� �[�] + ��[�]}]}]�
��������� → ������]� ����[����[{�[�[�]� �[�]]� �[�[�]� �[�]]}���[�]�
{�� �� � π}� ��������� → {������ �������}]�

��������[{{�� {�[�[�]� �[�]]� �[�[�]� �[�]]}���[�]}}� ��������� → {������
���������[���]}]� ��������[{������ ������ ������� ����[{{�� �}� {� π� �}}]}]�

��������� → ������� ��������� → {���� �〈���〉·� ′
(�)�}]}}]� {�� �� � π}]
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�������������
∫ 

f(z)ⅆz =

∫ 
(u + ⅈ v)ⅆz = Δ F = ΔU + ⅈ Δ V

��

����������������������������������
����������������������������������
f (z) = �

(z-ⅈ) (z-�)

�������� �[�_] �=
�

(� - �) * (� - �)
�  �[�] ⅆ�

��������
�

�
-
� ⅈ

�
������

-� + �

� + � �
 +

�

�
+

ⅈ

��
���(� - �)� -

�

�
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ⅈ
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���� + ��
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�������� ��[�_] �= � + ��(� * �)� ��[�_] �= � + ��(� * �)� ��[�_] �= � ��(� * �)�

�������[�[�]� {�� �}]

� π * ⅈ * �������[�[�]� {�� �}]

�������[�[�]� {�� �}]

� π * ⅈ * �������[�[�]� {�� �}]

�[� π * ⅈ * �������[�[�]� {�� �}]]
����������[�[��[�]] * ���[�]� {�� �� � π}]

�[� π * ⅈ * �������[�[�]� {�� �}]]
����������[�[��[�]] * ���[�]� {�� �� � π}]

����������[�[��[�]] * ���[�]� {�� �� � π}]

�������� ��[�_] �= � + ��(� * �)� ��[�_] �= � + ��(� * �)�

��[�_] �= � ��(� * �)� �[�_] �=
�

(� - �) * (� - �)
�

�[�_] �=
�

�
-
� ⅈ

�
������

-� + �

� + � �
 +

�

�
+

ⅈ

��
���(� - �)� -

�

�
+

ⅈ

��
���� + ���

����[{{����[����������������[{{�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}}� {�� -�� �}�
��������� → �����]� ������[��[�[� + � * �]]� {�� -�� �}� {�� -�� �}]�

����������������[{{��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}�
{��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}� {��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}}�

{�� �� � π}� ��������� → {{���������[���]� ���}� {���������[���]� ����}�
{���������[���]� ������[�����]}}]� ��������� → �������

��������� → {{-�� �}� {-�� �}� {-�� �}}� ��������� → {�� �� �}�
��������� → {����[�����[���(�)�� �����]]� ����[�����[���(�)�� �����]]�

����[�����[���(�(�))�� �����]]}� ��������� → {�� �� �}]�
����[����������������[{{�� �� �}� {�� �� �}� {�� �� �}}� {�� -�� �}�

��������� → �����]� ������[��[�[� + � * �]]� {�� -�� �}� {�� -�� �}]�
����������������[{{��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}�

{��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}� {��[��[�]]� ��[��[�]]� ��[�[��[�]]]}}�
{�� �� � π}� ��������� -> {{���������[���]� ���}� {���������[���]� ����}�

{���������[���]� ������[�����]}}]� ��������� → �������
��������� → {{-�� �}� {-�� �}� {-���� ���}}� ��������� → {�� �� �}�
��������� → {����[�����[���(�)�� �����]]� ����[�����[���(�)�� �����]]�

����[�����[���(�(�))�� �����]]}� ��������� → {�� �� �}]}}]
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